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c© 2003 £. �.�. �®§«®¢∗, �.�. �à¥é¥¢∗�������� ��� � ������� Ǳ��������������������� ������������� �������áâ ­®¢«¥­® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ á« ¡ëå ¯à¥¤¥«®¢ à¥è¥­¨© (¨§ ª« áá  Lp, p > 1) ãà ¢Ä­¥­¨ï�¨ã¢¨««ï¤«ï­¥¢ëà®¦¤¥­­ëåª¢ §¨®¤­®à®¤­ëåãà ¢­¥­¨©� ¬¨«ìâ®­ . � ©¤¥Ä­ë ¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �ª Ä§ ­ë ãá«®¢¨ï à ¢­®¬¥à­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï  ­á ¬¡«ï �¨¡¡á  ¤«ï £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¯®â®Äª®¢ ­  ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå.�«îç¥¢ë¥ á«®¢ :ª¢ §¨®¤­®à®¤­ ï £ ¬¨«ìâ®­®¢  á¨áâ¥¬ , £¥®¤¥§¨ç¥áª¨©¯®â®ª, á« ¡ë©¯à¥Ä¤¥«,  ­á ¬¡«ì �¨¡¡á , à ¢­®¬¥à­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥.1. ��������Ǳãáâì � { ä §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¤¨­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ëdzdt = v(z); z ∈ �; (1)gt { ¥¥ ä §®¢ë© ¯®â®ª, á®åà ­ïîé¨© ¬¥àã �. � «¥¥ ¬ë ¢á¥£¤  áç¨â ¥¬, çâ® à áá¬ âà¨Ä¢ ¥¬ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï § ¤ îâ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãÄîé¨¥ ä §®¢ë¥ ¯®â®ª¨ gt ®¯à¥¤¥«¥­ë ¯à¨ ¢á¥å t ∈ R. Ǳãáâì1 6 p; q 6 ∞; 1p + 1q = 1: (2)� áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ äã­ªæ¨¨ fp; fq : � → R, fp ∈ Lp(�; �), fq ∈ Lq(�; �). � ª ª ª ¯à®áÄâà ­áâ¢  Lp ¨ Lq ¢§ ¨¬­® á®¯àï¦¥­ë, ®¯à¥¤¥«¥­  ®¯¥à æ¨ï(fp; fq) = ∫� fp(z)fq(z) d�(z):Ǳ®áª®«ìªã g−t á®åà ­ï¥â ¬¥àã �, â® fp ◦ g−t ∈ Lp(�; �) ¤«ï ¢á¥å t.� áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î ¢à¥¬¥­¨k(t) = (fp ◦ g−t; fq): (3)� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢ ¦­ãî à®«ì ¨£à ¥â ¯à¥¤¥«ì­ë© á«ãç ©, ª®£¤  p = 1, q = ∞ (­ ¯®¬­¨¬,çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® L∞ á®áâ®¨â ¨§ ¨§¬¥à¨¬ëå áãé¥áâ¢¥­­® ®£à ­¨ç¥­­ëå äã­ªæ¨©).
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�������� ��� � ������� Ǳ����������� ������������� ������ 497�ë ¡ã¤¥¬ ¨§ãç âì ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå k(t) ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¯à¨ t→ ±∞.Ǳãáâì �(�) <∞ ¨ (3) { á¨áâ¥¬  á ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥¬. �®£¤ limt→±∞
k(t) = 1�(�) ∫� fp d� ∫� fq d�: (4)� á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® ª®­¥ç­®áâ¨ ¬¥àë �(�) äã­ªæ¨¨ fp ¨ fq, ®ç¥¢¨¤­®, ¨­â¥£à¨àã¥Ä¬ë¥.�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® à ¢¥­áâ¢® (4) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï p = q = 2. � á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ìÄ­ëå p, q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å (2), ®­® «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¨å à ááã¦Ä¤¥­¨©. �«ï®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® p < 2 < q. �«ï«î¡®£® " > 0 ¯à¥¤áâ ¢¨¬äã­ªæ¨î fp ¢ ¢¨¤¥ fp = f̂p + ~fp, £¤¥ f̂p ∈ L2(�; �) ¨ ‖ ~fp‖Lp < " (¢ ª ç¥áâ¢¥ f̂p ¬®¦­®¢§ïâì, ­ ¯à¨¬¥à, áà¥§ªã äã­ªæ¨¨ fp). �®£¤ k(t) = (f̂p ◦ g−t; fq) + r; r = ( ~fp ◦ g−t; fq):�áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® fq ∈ L2(�; �) ¨ |r| 6 "‖fq‖Lq .�«ï á¨áâ¥¬ ¡¥§ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï (¤ ¦¥ íà£®¤¨ç¥áª¨å) íâ®â ¯à¥¤¥« ¬®¦¥â ­¥ áãé¥áâ¢®Ä¢ âì.Ǳà¨¬¥à 1. Ǳãáâì � { n-¬¥à­ë© â®à T

n = {z1; : : : ; zn (mod 2�)},   á¨áâ¥¬  (1) § ¤ Ä¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ _z1 = !1; : : : ; _zn = !ná ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ç áâ®â ¬¨ !1; : : : ; !n, ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ­ ¤ ª®«ìæ®¬ æ¥«ëå ç¨á¥«. �á«¨ fp¨ fq { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ äã­ªæ¨¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ®¡« áâ¥© ­  T
n, â® k(t) ®áæ¨««¨àã¥â ¨­¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«  ¯à¨ t→ ±∞.�¡®¡é¥­¨¥¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à  á«ã¦¨âǱà¨¬¥à 2. Ǳãáâì v(x) { ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­  £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨M ,á®åà ­ïîé¥¥ ¬¥àã �. � áá¬®âà¨¬ ¤¨­ ¬¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ­  M × T, £¤¥ T =

{' (mod 2�)} { ®¤­®¬¥à­ë© â®à: _x = v(x); _' = 1:�á«¨ ­®á¨â¥«¨ äã­ªæ¨© fp; fq ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®© ¯à®¥ªæ¨¨ M × T → T ¯à®¥æ¨àãîâáï¢­ãâàì ­¥ª®â®àëå ®âà¥§ª®¢Ip; Iq ⊂ T (T \ Ip 6= ∅; T \ Iq 6= ∅);â® k(t), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ®áæ¨««¨àã¥â ¨ ­¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«  ¯à¨ t→ ±∞.Ǳà¨¬¥à 3. Ǳãáâì T :M → M { ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, á®åà ­ïîé¨© ¬¥àã � ­  £« ¤ª®¬ª®¬¯ ªâ­®¬¬­®£®®¡à §¨¨M . � ¯®¬­¨¬ áâ ­¤ àâ­ãî ª®­áâàãªæ¨î ­ ¤áâà®©ª¨ ­ ¤ T .Ǳãáâì l :M → (0;∞) { £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï. � áá¬®âà¨¬ ¢ ¯àï¬®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ M × R¯®¤¬­®¦¥áâ¢® M̃l = {(x; s) ∈M × R: s ∈ [0; l(x)]}:� à¥§ã«ìâ â¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨ï (x; l(x)) ∼ (T (x); 0) íâ® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à¥¢à é ¥âáï ¢£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ Ml, ­  ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥­® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ @=@s. Ǳ®«ãç¥­­ ïá¨áâ¥¬  ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¤áâà®©ª®© ­ ¤ T . �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ä §®¢ë© ¯®â®ª á®åà ­ï¥â¬¥àã d� ds ­ Ml, £¤¥ ds { ¬¥à  �¥¡¥£  ¯® ª®®à¤¨­ â¥ s. �á«¨ l = const, â® ®áâ îâáï ¢á¨«¥  à£ã¬¥­âë, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 1. � ç áâ­®áâ¨, äã­ªæ¨ï k(t) ¯®-¯à¥¦­¥¬ã, ª ª¯à ¢¨«®, ­¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« .6 �¥®à¥â¨ç¥áª ï ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª ï ä¨§¨ª , â. 136, ò 3, 2003 £.



498 �.�. ������, �.�. ������Ǳà¥¤«®¦¥­¨¥. Ǳãáâì ¤«ï ­¥ª®â®àëå äã­ªæ¨© fp ∈ Lp(�; �) ¨ fq ∈ Lq(�; �) áãÄé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« limt→∞ k(t) = k∞. �®£¤ k∞ = ( �fp; fq); (5)£¤¥ �fp(z) = limT→∞

1T ∫ T0 fp ◦ g−t(z) dt: (6)�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯à¥¤¥«  (6) ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å z ¢ á«ãç ¥ p = 1 á«¥¤ã¥â ¨§ íà£®¤¨ç¥áÄª®© â¥®à¥¬ë �¨àª£®ä . �¡®¡é¥­¨ï ­  á«ãç © p 6= 1 ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [1], [2]. �ã­ªæ¨ï �fp¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì­® gt. �á«¨ �(�) <∞ ¨ p > 1, â®
∫� f d� = ∫� �f d�:Ǳà¨ p = q = 2 ¯à¨¢¥¤¥­­®¥ ¢ëè¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ãáâ ­®¢«¥­® ¢ à ¡®â¥ [3] (¤®ª § â¥«ì-áâ¢® á®¤¥à¦¨âáï ¢ [4]). � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­®. �«ï ¯®«­®âë ¬ë¯à¨¢®¤¨¬ ¥£® ¢ ¯à¨«®¦¥­¨¨.�á«¨ á¨áâ¥¬  (1) íà£®¤¨ç­ , â® �fp = 1�(�) ∫� fp d�¨ (4) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (6).�ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á¨áâ¥¬ë (1) á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :dzdt = v(z; !); d!dt = 0: (7)� §®¢ë¬¯à®áâà ­áâ¢®¬�ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥�×�,£¤¥�{ £« ¤ª®¥n-¬¥à­®¥¬­®£®®¡à §¨¥,  �{ ¨­â¥à¢ « (¢®§¬®¦­®, ¡¥áª®­¥ç­ë©) ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨R. �®®à¤¨Ä­ â  ! ∈ � ï¢«ï¥âáï ¯¥à¢ë¬ ¨­â¥£à «®¬. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬! á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ¨­¢ à¨ ­â­ãî ¬¥àã d� = �(z; !) dnz ­  �.� ª®© ¢¨¤ ¨¬¥îâ, ¢ ç áâ­®áâ¨, £ ¬¨«ìâ®­®¢ë á¨áâ¥¬ë: à®«ì ª®®à¤¨­ âë ! ¨£à ¥â¯®«­ ï í­¥à£¨ï,   � { ­¥®á®¡ ï í­¥à£¥â¨ç¥áª ï ¯®¢¥àå­®áâì. � íâ®¬ á«ãç ¥ ä §®¢®¥¯à®áâà ­áâ¢® � £ ¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬ë á £ ¬¨«ìâ®­¨ ­®¬ H à §¡¨¢ ¥âáï ­  ª«¥âª¨h1 6 H 6 h2, ¯à¨ç¥¬ ¢ ¨­â¥à¢ «¥ (h1; h2) ­¥â ªà¨â¨ç¥áª¨å §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨H .� ¯®¬­¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¨­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á® á«®¨áâë¬ ¯®â®ª®¬ [4]. Ǳ®«®¦¨¬P
 = {(z; !) ∈ �: ! = 
}. �â® n-¬¥à­ë¥ ¨­â¥£à «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï á¨áâ¥¬ë (7). �â®Ä¡à ¦¥­¨¥  ! : (z; !) 7→ z § ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© P! ¢ �.�¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ v ª á ¥âáï ¬­®£®®¡à §¨© P!. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ v! ®£à ­¨ç¥­¨¥ v ­ P! , ¨ ¯ãáâì gt! { ¥£® ä §®¢ë© ¯®â®ª.�¯à¥¤¥«¥­¨¥. Ǳ®â®ª gt ­ §®¢¥¬ á«®¨áâë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï� :� → (0;∞) ¨ ¯®â®ª gs∗ : � → � â ª¨¥, çâ® ¤¨ £à ¬¬ P! gt!−−−−→ P! !y

y !� g�(!)t∗−−−−→ � (8)



�������� ��� � ������� Ǳ����������� ������������� ������ 499ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤«ï ¢á¥å ! ∈ � ¨ ¢á¥å t ∈ R. �«®¨áâë© ¯®â®ª ­ §®¢¥¬ ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¬,¥á«¨ äã­ªæ¨ï �(!) ¨¬¥¥â «¨èì ¨§®«¨à®¢ ­­ë¥ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â®çª¨.�â®¦¤¥áâ¢«ïï P! ¨ � á ¯®¬®éìî ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬   !, ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì ¤¨ £à ¬Ä¬ë (8) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ gt! = g�(!)t∗ : (9)Ǳà¨¬¥àë á¨áâ¥¬ á® á«®¨áâë¬¨ ¯®â®ª ¬¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ à ¡®â¥ [4]. � ­¨¬ ®â­®áïâáï, ¢ç áâ­®áâ¨, £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ¯®â®ª¨ ­  à¨¬ ­®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå (®¯¨áë¢ îé¨¥ ¤¢¨¦¥Ä­¨¥ ¯® ¨­¥àæ¨¨ ­ âãà «ì­ëå ¬¥å ­¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬).Ǳà¨¬¥à 4. � ¬¨«ìâ®­®¢  á¨áâ¥¬ _pi = −
@H@qi ; _qi = @H@pi ; i = 1; : : : ;m; (10)­ §ë¢ ¥âáï ª¢ §¨®¤­®à®¤­®©, ¥á«¨ ®­  ¨­¢ à¨ ­â­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¯®Ä¤®¡¨ï t 7→ s−1t; q 7→ saq; p 7→ sbp; H 7→ scH;s > 0 { ¯ à ¬¥âà. �¥á  ª¢ §¨®¤­®à®¤­®áâ¨ a; b; c ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ã á®®âÄ­®è¥­¨î a + b + 1 = c. �­®£®®¡à §¨ï P! ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª ¬­®¦¥áâ¢  â®ç¥ª {p; q :H(p; q) = !}.Ǳà¨ ¢á¥å ! > 0 (! < 0) íâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï ¤¨ää¥®¬®àä­ë. Ǳãáâì, ­ ¯à¨¬¥à, ! > 0.Ǳ®«®¦¨¬! = sc, s > 0. �®£¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬­®£®®¡à §¨ï�¬®¦­® ¢§ïâì í­¥à£¥â¨ç¥áªãî¯®¢¥àå­®áâì {H = 1}, ®¡à â­ë© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  −1! ¨¬¥¥â ¢¨¤q 7→ saq; p 7→ sbp;¯à¨ç¥¬ �(!) = 1=s = !−1=c. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ c 6= 0, â® ¯®â®ª ª¢ §¨®¤­®à®¤­®© £ Ä¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬ë (10) ­¥¢ëà®¦¤¥­.� ç áâ­®áâ¨, ä §®¢ë© ¯®â®ª § ¤ ç¨ n £à ¢¨â¨àãîé¨å â¥« ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¬á«®¨áâë¬ ¯®â®ª®¬. �¤¥áì a = −2=3, b = 1=3, c = 2=3. � § ¤ ç¥ ® ¤¢¨¦¥­¨¨ ¯® ¨­¥àæ¨¨äã­ªæ¨ï � ¬¨«ìâ®­  { ®¤­®à®¤­ ï ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¯® ¨¬¯ã«ìá ¬. �®®â¢¥âáâ¢ãîÄé¨¥ ãà ¢­¥­¨ï � ¬¨«ìâ®­  â®¦¥ ª¢ §¨®¤­®à®¤­ë á ¢¥á ¬¨ a = 0, b = 1, c = 2.�á«¨ ¯®â®ª gt∗ ¨§ (8) á®åà ­ï¥â ¬¥àã �∗ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ �,   � { «î¡ ï ¬¥à  ­  ¨­Äâ¥à¢ «¥ �, â® ¯®â®ª gt ­  � × � á®åà ­ï¥â ¬¥àã � = �∗ × �. � è ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ âá®áâ ¢«ï¥â�¥®à¥¬  1. Ǳãáâì gt { ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë© á«®¨áâë© ¯®â®ª ­  � = � × �, ¬¥à �∗  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë, § ¤ ­­®© ­  � ª ª®©-­¨¡ã¤ì à¨¬ Ä­®¢®© ¬¥âà¨ª®©, ¬¥à  �  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë �¥¡¥£  ­ 

R, ¯à¨ç¥¬ �∗(�) < ∞. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå fp ∈ Lp(�; �) ¨ fq ∈ Lq(�; �) ¯à¨ p ¨ q,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ (2), áãé¥áâ¢ã¥âlimt→±∞
k(t) = ( �fp; fq):Ǳà¨ p = q = 2 â¥®à¥¬  1 ¤®ª § ­  ¢ à ¡®â¥ [4]. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥  ­ Ä«®£¨ç­® (á¬. ­¨¦¥), ®¤­ ª® ¢àï¤ «¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¯à®áâë¬ á¢¥¤¥­¨¥¬ ª á«ãç îp = q = 2, ­ ¯à¨¬¥à ¯ãâ¥¬  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ fp ¨ fq äã­ªæ¨ï¬¨ ¨§ L2(�; �). �® ¢áïª®¬á«ãç ¥, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ­¥«ì§ï ¨§¡¥¦ âì ááë«®ª ­  ¢¥áì¬  ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨§6∗



500 �.�. ������, �.�. ������à ¡®â [1], [2], ¯®«ãç¥­­ë¥ ¡¥§ ¯àï¬®£® á¢¥¤¥­¨ï ª á«ãç î áâ ­¤ àâ­ëå íà£®¤¨ç¥áª¨åâ¥®à¥¬. �§ â¥®à¥¬ë 1, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¤«ï á¨áâ¥¬ á ­¥¢ëà®¦¤¥­­ë¬¨ á«®¨áÄâë¬¨ ¯®â®ª ¬¨ äã­ªæ¨ï fp ◦ gt á« ¡® áå®¤¨âáï ª ¥¥ ¡¨àª£®ä®¢áª®¬ã áà¥¤­¥¬ã �fp ¯à¨t → ±∞. �«ï ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå £ ¬¨«ìâ®­®¢ëå á¨áâ¥¬ íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¬¥å ­¨ç¥áª ïá¨áâ¥¬  ­¥®¡à â¨¬® áâà¥¬¨âáï ª áâ â¨áâ¨ç¥áª®¬ã (â.¥. â¥¯«®¢®¬ã) à ¢­®¢¥á¨î (¯® �¨¡Ä¡áã). �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¡®â¥ [4] ¬ë ¯à¥¤¯®« £ «¨, çâ® �(�) < ∞. Ǳ®§¦¥ ¢ëïá­¨«®áì,çâ® âà¥¡®¢ ­¨¥ ª®­¥ç­®áâ¨ ¬¥àë ­¥áãé¥áâ¢¥­­®.2. ����� ����� ������������ ��������­®¢  à áá¬®âà¨¬ ¤¨­ ¬¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã (1) á ¨­¢ à¨ ­â­®© ¬¥à®© �. Ǳãáâì h(!){ ¯«®â­®áâì ­¥ª®â®à®© ¢¥à®ïâ­®áâ­®© ¬¥àë ­  R = {!}: íâ® ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï¨§ L1(R; d!), ¯à¨ç¥¬ ∫ ∞

−∞

h(!) d! = 1:�¥®à¥¬  2. �á«¨ fp ∈ Lp(�; �), fq ∈ Lq(�; �), â®limt→∞

∫ ∞

−∞

h(!)(fp ◦ g!t; fq) d! = ( �fp; fq):�¥®à¥¬  2 ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ë 1. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, § ¬¥­¨¬ ¨áå®¤­®¥ãà ¢­¥­¨¥ (1) á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬®© ¢¨¤  (7):_z = !v(z); _! = 0: (11)�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ä §®¢ë© ¯®â®ª á«®¨áâë© á �(!) = !. Ǳ®á«¥ íâ®£® § ¬¥ç ­¨ï ®áâ Ä¥âáï ¯®«®¦¨âì ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ¢¬¥áâ® fp ¨ fq ¢§ïâì h1=pf1 ¨ h1=qf2. �ë á­ ç «  ¯à¨¢¥¤¥¬¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 (á¬. à §¤¥« 5),   § â¥¬ (¢ à §¤¥«¥ 6) ¢ë¢¥¤¥¬ ¨§ ­¥¥ â¥®à¥¬ã 1.3. Ǳ�������� ���Ǳ���������� ���������������� Ǳ�����������ǱãáâìM { ª®¬¯ ªâ­®¥ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (¢®§¬®¦­®, á ªà ¥¬) ¬¥å ­¨Äç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á n áâ¥¯¥­ï¬¨ á¢®¡®¤ë ¨ x = (x1; : : : ; xn) { «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë ­ ­¥¬. � §®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® � { ª®ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥M (� = T ∗M). �ã¤¥¬ à áÄá¬ âà¨¢ âì ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯® ¨­¥àæ¨¨, â ª çâ® äã­ªæ¨ï � ¬¨«ìâ®­  á¢®¤¨âáï ª ª¨­¥â¨ç¥áÄª®© í­¥à£¨¨ H = 12 n∑i;j=1aij(x)yiyj : (12)�á«¨ âà ¥ªâ®à¨ï ¢ëå®¤¨â ­  £à ­¨æã ¯à®áâà ­áâ¢ M , â® ¯à®¨áå®¤¨â ã¯àã£®¥ ®âà ¦¥Ä­¨¥ ®â £à ­¨æë. � §®¢ë© ¯®â®ª íâ®© £ ¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬ë (á ãç¥â®¬ ã¯àã£¨å ã¤ à®¢)á®åà ­ï¥â ¬¥àã �¨ã¢¨««ï d� = dnx dny.�®£« á­® �¨¡¡áã ­ å®¦¤¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ á®áâ®ï­¨¨ { á«ãç ©­®¥ á®¡ëÄâ¨¥. �¥à®ïâ­®áâì íâ®£® á®¡ëâ¨ï ¢ ­ ç «ì­ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ § ¤ ¥âáï ¢¥à®ïâ­®áâ­®©¬¥à®© á áã¬¬¨àã¥¬®© ¯«®â­®áâìî �(x; y):� ∈ L1(�; �); ∫� � d� = 1:



�������� ��� � ������� Ǳ����������� ������������� ������ 501� §®¢ë© ¯®â®ª gt £ ¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬ë ¯¥à¥­®á¨â íâã ¬¥àã: ¢ ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t ¥¥¯«®â­®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà ¦¥­¨¥¬ �t(z) = � ◦ g−t(z), £¤¥ z = (x; y) { â®çª  ä §®¢®£®¯à®áâà ­áâ¢  �.Ǳãáâì ':M → R { ®£à ­¨ç¥­­ ï ¨§¬¥à¨¬ ï äã­ªæ¨ï ­  ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¬ ¯à®áÄâà ­áâ¢¥. �ã­ªæ¨î ' ¬®¦­® ¯à®¤®«¦¨âì ¤® ¨§¬¥à¨¬®© äã­ªæ¨¨ '̃: � → R á®£« á­®à ¢¥­áâ¢ã '̃(x; y) = '(x) ¤«ï ¢á¥å y ∈ T ∗xM . Ǳ®«®¦¨¬k(t) = (� ◦ g−t; '̃): (13)�â  äã­ªæ¨ï ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­  ¯à¨ ¢á¥å t (§¤¥áì p = 1, q = ∞). �á«¨ ' { å à ªâ¥Äà¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ­¥ª®â®à®© ¨§¬¥à¨¬®© ®¡« áâ¨ � ⊂M , â® k(t) { íâ® ¤®«ï £ ¬¨«ìÄâ®­®¢ëå á¨áâ¥¬ ¨§  ­á ¬¡«ï �¨¡¡á , ­ å®¤ïé¨åáï ¢ ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ t ¢ ®¡« áâ¨ �.�¥®à¥¬  3. Ǳà¥¤¥« limt→±∞ k(t) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥­ (��; '), £¤¥ �� { ¡¨àª£®ä®¢Äáª®¥ áà¥¤­¥¥ ¯«®â­®áâ¨ �.�â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ { ¯àï¬®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ¨ á«®¨áâ®áâ¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®â®ª (á ã¯àã£¨¬¨ ®âà ¦¥­¨ï¬¨).�«¥¤áâ¢¨¥ 1. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®â®ª gt íà£®¤¨ç¥áª¨© ­  ãà®¢­ïå í­¥à£¨¨H > 0. �®£¤  £ ¬¨«ìâ®­®¢ë á¨áâ¥¬ë ¨§  ­á ¬¡«ï �¨¡¡á  à á¯à¥¤¥«¥­ë ­  ª®­Ää¨£ãà æ¨®­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Mn = {x} á ¯«®â­®áâìî
( ∫M (detA)−1=2 dnx)−1 dnx(detA)1=2 ; A = (aij(x)): (14)�â  ¯«®â­®áâì { í«¥¬¥­â ®¡ê¥¬  ­  n-¬¥à­®¬ à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M ,¬¥âà¨ª  ª®â®à®£® ¯®à®¦¤ ¥âáï ª¨­¥â¨ç¥áª®© í­¥à£¨¥© á¨áâ¥¬ë (12).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì ' { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¨§¬¥Äà¨¬®© ®¡« áâ¨ � ­ M . �¢¨¤ã íà£®¤¨ç­®áâ¨ ¢¥«¨ç¨­  �� ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥© ®â í­¥à£¨¨H = (Ay; y)=2. � ¯®¬®éìî «¨­¥©­®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï y = C(x)u ¯à¨¢¥¤¥¬ íâã ¯®«®Ä¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ª¢ ¤à â¨ç­ãî ä®à¬ã ª áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢:H = (CTACu; u)2 = (u; u)2 ; CTAC = E;£¤¥ E { ¥¤¨­¨ç­ ï (n× n)-¬ âà¨æ . �®£¤ 

∫� ��(H)'dnx dny = ∫�(detA)−1=2��(u22 )'dnx dnu = � ∫�(detA)−1=2 dnx;£¤¥ � ­¥ § ¢¨á¨â ®â �. �â® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ­ ¨¡®«¥¥ ¨­â¥à¥á­ë© á â®çª¨ §à¥­¨ï ¯à¨«®¦¥­¨© á«ãç ©: M {¯®¤®¡« áâì ¢ R
n á ¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª®©,   H { ª¢ ¤à â¨ç­ ï ä®à¬  ¯® ¨¬¯ã«ìá ¬ á¯®áâ®ï­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. � ç áâ­®áâ¨, ¯«®â­®áâì à á¯à¥¤¥«¥­¨ï (14) ¯®áâ®ï­­ .�«¥¤áâ¢¨¥ 2. Ǳà¥¤¥«ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ M à ¢­®¬¥à­® ¯à¨ t→ ±∞ â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¡¨àª£®ä®¢áª®¥ áà¥¤­¥¥ �� ­¥ § ¢¨á¨â ®â â®çª¨ ¢ M .�®«¥¥ â®ç­®, ¯®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ­ ¤® ¯®­¨¬ âì â ª, çâ® ­ ©¤¥âáï äã­ªæ¨ï ��′, ­¥ § Ä¢¨áïé ï ®â x ¨ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã á®¢¯ ¤ îé ï á ��. �ª § ­­®¬ã ªà¨â¥à¨î à ¢­®¬¥à­®© à áÄ¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥ â®«ìª® íà£®¤¨ç¥áª¨¥, ­® ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥á¨áâ¥¬ë.



502 �.�. ������, �.�. ������Ǳà¨¬¥à 5. � áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ «ì­ë© £ § ª ª ¡¥ááâ®«ª­®¢¨â¥«ì­ãî á¯«®è­ãî áà¥¤ã¢ ¯àï¬®ã£®«ì­®¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤¥ �n ⊂ R
n: ª ¦¤ ï ç áâ¨æ  áà¥¤ë ¤¢¨¦¥âáï ¯® ¨­¥àÄæ¨¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¤àã£¨å ç áâ¨æ, ã¯àã£® ®âà ¦ ïáì ®â áâ¥­®ª �n. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ®­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ­ ç «ì­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ç áâ¨æ £ §  ¯® ®¡ê¥¬ã � ¨ ¯® áª®à®áâï¬ ¯à¨t → ±∞ £ § ­¥®¡à â¨¬® áâà¥¬¨âáï ª à ¢­®¬¥à­®¬ã § ¯®«­¥­¨î ®¡ê¥¬  �. �â® ­ ¡«îÄ¤¥­¨¥ Ǳã ­ª à¥ [5] áâà®£® ¤®ª § ­® ¢ à ¡®â¥ [6]. �­® ¯à®áâ® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 2.�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯à¥¤¥«ì­ ï ¯«®â­®áâì �� ï¢«ï¥âáï ¯¥à¢ë¬ ¨­â¥£à «®¬ ¡¨«ìïà¤  ¢ � {¤¨­ ¬¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ã¯àã£¨¬¨ ã¤ à ¬¨. �â  á¨áâ¥¬  ¢¯®«­¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¨ ­¥Ä¢ëà®¦¤¥­­ : ®­  ¤®¯ãáª ¥â n ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¢ëå ¨­â¥£à «®¢ { ª¢ ¤à â®¢ ¯à®¥ªæ¨©¨¬¯ã«ìá  ç áâ¨æë ­  à¥¡à  ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤  �. �¢¨¤ã ­¥¢ëà®¦¤¥­­®áâ¨ ¢¥«¨ç¨­  ��ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥© â®«ìª® íâ¨å ¨­â¥£à «®¢. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, �� ­¥ § ¢¨á¨â ®â â®çª¨ ¢ �,¨ ¯®íâ®¬ã (á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 2) ¯à¥¤¥«ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ £ §  ¡ã¤¥â à ¢­®¬¥à­ë¬.�®«¥¥ ¨­â¥à¥á­ë¬ ¨ ¯®ãç¨â¥«ì­ë¬ ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨©Ǳà¨¬¥à 6. � áá¬®âà¨¬ n ®¤¨­ ª®¢ëå ç áâ¨æ ­  ®âà¥§ª¥ 0 6 x 6 a; ¨å ª®®à¤¨­ âëx1; : : : ; xn ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬:0 6 x1 6 x2 6 · · · 6 xn 6 a: (15)� áâ¨æë ã¯àã£® áâ «ª¨¢ îâáï ¬¥¦¤ã á®¡®© ¨ á £à ­¨æ ¬¨ ®âà¥§ª  {x = 0} ¨ {x = a}.Ǳ®áª®«ìªã ¯à¨ ã¯àã£®¬ ã¤ à¥ ç áâ¨æë ®¤¨­ ª®¢®©¬ ááë ®¡¬¥­¨¢ îâáï áª®à®áâï¬¨, â®à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ç¨á«  ç áâ¨æ ¯® áª®à®áâï¬ ¢®®¡é¥ ­¥ ¬¥­ï¥âáï ¨ ­¨ª ª®£® áâà¥¬«¥­¨ï ªà á¯à¥¤¥«¥­¨î� ªá¢¥««  ­¥ ¯à®¨áå®¤¨â (¢®¯à¥ª¨ ®¡ëç­ë¬¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï¬ áâ â¨áâ¨Äç¥áª®© ¬¥å ­¨ª¨, ¨á¯®«ì§ãîé¨¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï �®«ìæ¬ ­ ). �¥¬ ­¥¬¥­¥¥ «î¡ ï ­ ç «ì­ ï ¯«®â­®áâì à á¯à¥¤¥«¥­¨ï �, § ¤ ­­ ï ¢ 2n-¬¥à­®¬ä §®¢®¬ ¯à®Äáâà ­áâ¢¥ íâ®© á¨áâ¥¬ë, á« ¡® áå®¤¨âáï ª ¡¨àª£®ä®¢áª®¬ã áà¥¤­¥¬ã ��, ª®â®à®¥ ®â ª®®àÄ¤¨­ â x1; : : : ; xn ­¥ § ¢¨á¨â. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á®áâ®ï­¨¨ áâ â¨áâ¨ç¥áª®£® (â¥¯«®¢®£®)à ¢­®¢¥á¨ï ¢á¥ ¯®«®¦¥­¨ï n áâ «ª¨¢ îé¨åáï ç áâ¨æ ®ª ¦ãâáï à ¢­®¢¥à®ïâ­ë¬¨.�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ãª § ­­ ï á¨áâ¥¬  á ã¯àã£¨¬¨ ã¤ à ¬¨ ï¢«ï¥âáï ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¬¡¨«ìïà¤®¬ ¢ ®¡« áâ¨ (15). �¥ ¯®«­ ï ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ª®­¥ç­®áâ¨ £àã¯¯ë�®ªáâ¥à  ¬­®£®£à ­­¨ª  (15) (íâ® £àã¯¯  á £à ä®¬ Bn; á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [7]). �®®â¢¥âÄáâ¢ãîé¨© ¡¨«ìïà¤ ¢ (15) ¨¬¥¥â n ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨­¢®«îâ¨¢­ëå ¨­â¥£à «®¢ ¢ ¢¨¤¥ ®¤­®Äà®¤­ëå ¯®«¨­®¬®¢ ¯® ¨¬¯ã«ìá ¬ á ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï¢ â®¬, çâ® íâ  ¨­â¥£à¨àã¥¬ ï á¨áâ¥¬  ­¥¢ëà®¦¤¥­­ .�­ «®£¨ç­ë¥ á®®¡à ¦¥­¨ï ¯à¨¬¥­¨¬ë ¨ ª ¡®«¥¥ ®¡é¥© § ¤ ç¥ ® £ §¥ �®«ìæ¬ ­ {�¨¡¡á  { § ¤ ç¥ ® ¤¢¨¦¥­¨¨ ­ ¡®à  ¨¤¥­â¨ç­ëå è à®¢ ¢ n-¬¥à­®¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤¥�n (n 6 2), ã¯àã£® áâ «ª¨¢ îé¨åáï ¬¥¦¤ã á®¡®© ¨ á® áâ¥­ª ¬¨ á®áã¤ . �ç¨â ¥âáï,çâ® ¥á«¨ à ¤¨ãáëè à®¢ ¤®áâ â®ç­®¬ «ë,â® íâ  ¤¨­ ¬¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  á ã¤ à ¬¨ íà£®Ä¤¨ç¥áª ï ¯à¨ ª ¦¤®¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¬ §­ ç¥­¨¨ ¯®«­®© í­¥à£¨¨ (á¬. ®¡áã¦¤¥­¨¥ íâ®£®¢®¯à®á  ¢ à ¡®â å [8], [9]). �® â®£¤  ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ­ Äç «ì­®£® (¤®áâ â®ç­® à¥£ã«ïà­®£®) à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¢ ª®­ä¨£ãà æ¨®­­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ £ §  �®«ìæ¬ ­ {�¨¡¡á  ¯à¥¤¥«ì­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¡ã¤¥âà ¢­®¬¥à­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥. � ª ª ª ¤«ï ¯®á«¥¤­¥£® áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ä«ãªâã æ¨¨ ¯«®âÄ­®áâ¨ ç áâ¨æ ¬ «®¢¥à®ïâ­ë, â® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¬®¦­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ­¥®¡à Äâ¨¬®¥ áâà¥¬«¥­¨¥ £ §  �®«ìæ¬ ­ {�¨¡¡á  ª à ¢­®¬¥à­®¬ã § ¯®«­¥­¨î ®¡ê¥¬«îé¥£®á®áã¤ . Ǳ®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï á¯¥æ¨ «ì­®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ �®«ìæÄ¬ ­  ® áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯ à­ëå á®ã¤ à¥­¨© è à®¢.



�������� ��� � ������� Ǳ����������� ������������� ������ 5034. ������������ ������� � Ǳ������������ Lp� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢ ¦­ãî à®«ì ¨£à ¥â á«¥¤ãîé ï íà£®¤¨ç¥áª ï â¥®à¥¬ .�¥®à¥¬  4. Ǳãáâì gt { ¯®â®ª ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ M á ¬¥à®© �, �(M) < ∞, ¨f ∈ Lp(M;�), 1 6 p <∞. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì ¢ ­®à¬¥ Lp:1T ∫ T0 f ◦ g−t(z) dt→ �f(z): (16)�â  â¥®à¥¬  ¨§¢¥áâ­  ¨, ¢ áãé­®áâ¨, ï¢«ï¥âáï ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤­ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë�®­¥áªã-�ã«á¥  [2] ¨«¨ ¡®«¥¥ ®¡é¥© â¥®à¥¬ë �ªª®£«ã [1] (á¬. â ª¦¥ [10]), ãâ¢¥à¦¤ îÄé¨å, çâ® áå®¤¨¬®áâì (16) ¤«ï f ∈ Lp(M;�) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨á¯®«ì§ãï íâ®â ä ªâ, ¬®¦­® ¤«ï «î¡ëå ­ ¯¥Äà¥¤ § ¤ ­­ëå "1; "2 > 0 ­ ©â¨ T0 > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å T > T0
∣∣∣∣
1T ∫ T0 f ◦ g−t(z) dt− �f(z)∣∣∣∣ < "1; z ∈M"1;"2 ;£¤¥ �(M \M"1;"2) < "2.�¥«¨ç¨­ã "2 ¯®¤¡¥à¥¬ â ª, çâ®¡ë

∫N |f |p(z) d�(z) < "p1¤«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢ N ⊂M â ª®£®, çâ® �(N) < "2. �®£¤ , ®ç¥¢¨¤­®,
∫M\M"1 ;"2 | �f |p(z) dz < "p1 :�«ï T > T0 ¢¥«¨ç¨­  ∥∥∥∥
1T ∫ T0 f ◦ g−t dt− �f∥∥∥∥

pLp¨¬¥¥â ¢¨¤
( ∫M"1;"2 + ∫M\M"1 ;"2)( 1T ∫ f ◦ g−t(z) dt− �fp(z))p d�(z) 6 "p1�(M) + 2p"p1 ;®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë.� ¬¥ç ­¨¥. Ǳà¨ p = 1 â¥®à¥¬  4 á®¢¯ ¤ ¥â á å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ íàÄ£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¨¨: ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢  ª®­¥ç­®© ¬¥àë ¨§ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ëÄ¢®¤¨âáï áå®¤¨¬®áâì ¢ áà¥¤­¥¬ (¯® ­®à¬¥ L1; á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [11]). Ǳà¨ p = 2 â¥®à¥¬  4á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá¨ç¥áª®© áâ â¨áâ¨ç¥áª®© â¥®à¥¬®© ä®­ �¥©¬ ­  (¯®á«¥¤­ïï, ¢¯à®ç¥¬,á¯à ¢¥¤«¨¢  ¨ ¡¥§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® ª®­¥ç­®áâ¨ ¬¥àë).



504 �.�. ������, �.�. ������5. ��������� �������������������������� ��������¥®à¥¬  2 á®¤¥à¦¨â ª ª ç áâ­ë© á«ãç © â¥®à¥¬ã 4. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì h { å Äà ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ®âà¥§ª  [0; 1]. �®£¤  ¤«ï «î¡®© ¨­â¥£à¨àã¥¬®© äã­ªæ¨¨': R → R ∫ +∞

−∞

h(!)'(!t) d! = 1t ∫ t0 '(s) ds:�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 á ¬® ¨á¯®«ì§ã¥â â¥®à¥¬ã 4. �«ï «î¡®£® " > 0 ­ ©¤¥âáïªãá®ç­®-¯®áâ®ï­­ ï äã­ªæ¨ï h" : R → R â ª ï, çâ®:1) h"(!) = ck = const ­  ¨­â¥à¢ « å (!k; !k+1), k = 1; : : : ; N (¢®§¬®¦­®, çâ® !1 =
−∞ ¨ !N+1 = +∞, ¢ íâ¨å á«ãç ïå ¯®« £ ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® c1 = 0 ¨ c2 = 0);2) � ⊂ (!1; !N+1);3) ∫� |h− h"| d! < ".�®£¤  (á ãç¥â®¬ gt-¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ ¬¥àë �)∣∣∣∣

∫� h(!)(fp ◦ g−t; fq) d! −

∫� h"(!)(fp ◦ g−t; fq) d!∣∣∣∣ 6

6

∫� |h− h"| d! ‖fp‖Lp ‖fq‖Lq 6 " ‖fp‖Lp ‖fq‖Lq :� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì áå®¤¨¬®áâì ¨­â¥£à «®¢Jk(t) = ∫ !k+1!k h"(!)(fp ◦ g−t; fq) d!:�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 4Jk(t) = ckt ∫ !k+1t!kt (fp ◦ g−t; fq) ds→ ck(!k+1 − !k)( �fp; fq)¯à¨ t→ ∞. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®N∑1 ck(!k+1 − !k) = ∫� h"(!) d! = ∫� h(!) d! + Æ;¯à¨ç¥¬ |Æ| 6 ". �â® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.6. C������� Ǳ����� � �������� ���� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã 1.Ǳãáâì fp ∈ Lp(�; �) ¨ fq ∈ Lq(�; �), � = �×�. Ǳ®«®¦¨¬fp;!(·) = fp(·; !); fq;!(·) = fq(·; !):Ǳà¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã �ã¡¨­¨ ¨ ä®à¬ã«ã (9), ¯®«ãç¨¬∫� fp ◦ g−t(z; !)fq(z; !) d�(z) d! = ∫�(fp;! ◦ g−t! ; fq;!) d� == ∫�(fp;! ◦ g�(!)t∗ ; fq;!) d�:ǱãáâìAp,Aq { ¨§¬¥à¨¬ë¥¯®¤¬­®¦¥áâ¢ �,  �p, �q { ¨­â¥à¢ «ë ¢�. Ǳãáâì �p; �q :� → R { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ äã­ªæ¨¨ (¨­¤¨ª â®àë) ¬­®¦¥áâ¢ Ap × �p, Aq × �q, á®Ä®â¢¥âáâ¢¥­­®. Ǳ®«®¦¨¬J(t) = ∫� �p ◦ g−t(z; !)�q(z; !) dnz d!:



�������� ��� � ������� Ǳ����������� ������������� ������ 505�á­®¢­ ï «¥¬¬ . Ǳà¥¤¥«ë limt→±∞ J(t) áãé¥áâ¢ãîâ.�¥®à¥¬  1 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®á­®¢­®© «¥¬¬ë. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª ª ª �∗  ¡á®«îâ­® ­¥Ä¯à¥àë¢­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë, § ¤ ¢ ¥¬®© ­  � ­¥ª®â®à®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª®©, ¨ �  ¡Äá®«îâ­® ­¥¯à¥àë¢­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¬¥àë �¥¡¥£ , â® ¢ Lp(�; �) ¢áî¤ã ¯«®â­® ¯à®áâà ­Äáâ¢® ­¥¯à¥àë¢­ëå ­  � äã­ªæ¨© á ª®¬¯ ªâ­ë¬ ­®á¨â¥«¥¬. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢ íâ®¬ ¯à®áÄâà ­áâ¢¥ ¢áî¤ã ¯«®â­® (¤ ¦¥ ¢C0-­®à¬¥) «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨©, ª®â®àë¥ ï¢Ä«ïîâáï ª®­¥ç­ë¬¨ «¨­¥©­ë¬¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï¬¨ ¨­¤¨ª â®à®¢ �-¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¨§ �.Ǳãáâì â¥¯¥àì äã­ªæ¨¨ fp ∈ Lp(�; �) ¨ fq ∈ Lq(�; �) ¯à®¨§¢®«ì­ë. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâÄ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯à¥¤¥«  limt→+∞
(fp ◦ g−t; fq)¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ªà¨â¥à¨¥¬ �®è¨: ­ ¤® ¯®ª § âì, çâ® à §­®áâì(fp ◦ g−t1 ; fq)− (fp ◦ g−t2 ; fq) (17)¬¥­ìè¥ «î¡®£® § ¤ ­­®£® " > 0 ¤«ï ¢á¥å t1; t2 > T ("). �«ï íâ®£®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ ¢ á®Ä®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ­®à¬ å fp ¨ fq äã­ªæ¨ï¬¨'p ¨'q , ª®â®àë¥ï¢«ïîâáï ª®­¥ç­ë¬¨«¨­¥©Ä­ë¬¨ ª®¬¡¨­ æ¨ï¬¨ ¨­¤¨ª â®à®¢: ¤«ï «î¡®£® " > 0 ­ ©¤ãâáï äã­ªæ¨¨ 'p ¨ 'q â ª¨¥,çâ®

‖fp − 'p‖Lp < "; ‖fq − 'q‖Lq < ": (18)Ǳ®á«¥ íâ®£® § ¬¥ç ­¨ï à §­®áâì (17) á«¥¤ã¥â ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:('p ◦ g−t1 ; 'q)− ('p ◦ g−t2 ; 'q) + ((fp − 'p) ◦ g−t1 ; fq − 'q) ++ ((fp − 'p) ◦ g−t1 ; 'q) + (fp ◦ g−t1 ; fq − 'q)− ((fp − 'p) ◦ g−t2 ; fq − 'q)−
− ((fp − 'p) ◦ g−t2 ; 'q)− (fp ◦ g−t2 ; fq − 'q): (19)�®£« á­® ®á­®¢­®© «¥¬¬¥ à §­®áâì ¯¥à¢ëå ¤¢ãå ç«¥­®¢ ¬®¦­® á¤¥« âì áª®«ì ã£®¤­®¬ «®© ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå t1 ¨ t2. �¢¨¤ã ­¥à ¢¥­áâ¢  �®è¨{�¢ àæ ,gt-¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ ¬¥àë � ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ (18) ®áâ «ì­ë¥ á« £ ¥¬ë¥ ¢ (19) áâà¥¬ïâáï ª­ã«î à ¢­®¬¥à­® ¯® t1 ¨ t2, ª®£¤  "→ 0.�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢­®© «¥¬¬ë. Ǳ®«®¦¨¬ A0 = Ap ∩ Aq , �0 = �p ∩ �q.Ǳãáâì �0 : �×� → R { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï (¨­¤¨ª â®à) ¨§¬¥à¨¬®£® ¬­®¦¥áÄâ¢  A0 ×�0,   �̃0 : � → R { å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢ A0. �á­®, çâ®J(t) = ∫�0(�̃0 ◦ g�(!)t∗ ; �̃0) d�:Ǳãáâì D
 = {! ∈ �0 : |�′(!)| > 
}, �′ = d�=d!. �®£« á­® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ªà¨Äâ¨ç¥áª¨¥ â®çª¨ äã­ªæ¨¨ ! 7→ �(!) ¨§®«¨à®¢ ­­ë. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, �-¬¥à  ¬­®¦¥áâÄ¢  I\D
 áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î¯à¨ 
 → 0. �®«¥¥ â®£®, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ®D
 { ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ¨­â¥à¢ «®¢. Ǳãáâì (!1; !2) { ®¤¨­ ¨§ ¨­â¥à¢ «®¢, á®áâ ¢«ïîé¨å D
 .�®£¤  � ¬®¦­® áç¨â âì ª®®à¤¨­ â®© ­  (!1; !2). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, äã­ªæ¨ï !(�), ®¡à âÄ­ ï ª � : (!1; !2) → R, áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª®©. Ǳ®«®¦¨¬ d�(!) = h(!) d!. �®Ä£« á­® ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 3 äã­ªæ¨ï ! → h(!) ¨­â¥£à¨àã¥¬ : h ∈ L1(I; d!). � ª¨¬ ®¡Äà §®¬,

∫ !2!1 (�̃0 ◦ g�(!)t∗ ; �̃0)h(!) d! = ∫ �(!2)�(!1) (�̃0 ◦ g�(!)t∗ ; �̃0)h(!(�))!′(�) d�: (20)



506 �.�. ������, �.�. ������� ªª ªh(!(�))!′(�) ∈ L1((�(!2); �(!1)); d�), â® á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 2¨­â¥£à « (20)¨¬¥Ä¥â ¯à¥¤¥« ¯à¨ t→ ∞.�¥¬¬  ¯®«­®áâìî ¤®ª § ­ . Ǳ����������®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥­¨ïǱãáâì k(t) → k∞ ¯à¨ t→ ∞. �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ �®è¨1T ∫ T0 (�t; ') dt → k∞¯à¨ T → ∞. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ �ã¡¨­¨ ¨¬¥¥¬1T ∫ T0 (fp ◦ g−t; fq) dt = ∫� ~fp(z; T )fq(z) d�(z);£¤¥ ~fp(z; T ) = 1T ∫ T0 f ◦ g−t(z) dt:� «¥¥, ¨§ â¥®à¥¬ë 4 á«¥¤ã¥â ∫�( ~fp − �fp) d�(z) → 0¯à¨ T → ∞. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®1T ∫ T0 (fp(·; t); fq) dt → ( �fp; fq):�¥©áâ¢¨â¥«ì­®,
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