
ÔÀÍÒÀÇÈÈ ÍÀ ÒÅÌÓ ÄÅËÈÒÅËÅÉ ÍÓËß

ÐÎÌÀ ÌÈÕÀÉËÎÂ

Ãèïîòåçà Êàïëàíñêîãî ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü k íåêîòîðîå ïîëå
è ãðóïïà G íå èìååò êðó÷åíèÿ, òîãäà ãðóïïîâàÿ àëãåáðà k[G] íå èìååò äåëèòåëåé
íóëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî íåòðèâèàëüíîå êðó÷åíèå â ãðóïïå G îáåñïå÷èâàåò äåëèòåëü íóëÿ
â k[G], à èìåííî

(1− x)(1 + x + x2 + · · ·+ xn−1) = 0

ïðè xn = 1 â G. Åñëè æå â ãðóïïå íåò êðó÷åíèÿ, òî êàê íàì ñòðîèòü äåëèòåëè íóëÿ â
ãðóïïîâîé àëãåáðå? Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò ìíîãèì èç íàñ, ÷òî êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà
ãðóïïîâîé àëãåáðû ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíîé è íóæíî èñêàòü êîíòð-ïðèìåð ê ãèïî-
òåçå Êàïëàíñêîãî. Çäåñü áóäóò îïèñàíû ïðîñòûå èäåè. Îñíîâíûå èäåè, èçëîæåííûå
çäåñü - ïëîäû îáùåíèÿ ñ Èëüåé Ðèïñîì. Ïîêà ÷òî, ýòî âñåãî ëèøü èäåè... Ãëàâíàÿ æå
èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòó ãèïîòåçó íàäî ïûòàòüñÿ îïðîâåðãíóòü âñåì ìèðîì.
Áåç êîëëåêòèâíîãî òâîð÷åñòâà îíà âðÿä ëè ïðîëîìèòñÿ. Íà÷íåì ñ íåáîëüøîãî îáçîðà
èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ãèïîòåçå Êàïëàíñêîãî.

0.1. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò
ðÿä íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï

1 = G0 E G1 E · · ·E Gn = G

â êîòîðîì êàæäûé ôàêòîð Gi+1/Gi öèêëè÷åí. Ôîðìàíåê äîêàçàë [4], ÷òî äëÿ ëþáîé
ñâåðõðàçðåøèìîé ãðóïïû G áåç êðó÷åíèÿ è ïîëÿ k, ãðóïïîâàÿ àëãåáðà k[G] íå èìååò
äåëèòåëåé íóëÿ. Ãèïîòåçà Êàïëàíñêîãî îêàçûâàåòñÿ âåðíîé â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ, ê
ïðèìåðó, êîãäà ãðóïïà G óïîðÿäî÷èâàåìà, èëè êîãäà G ãèïåðáîëè÷åñêàÿ áåç êðó÷åíèÿ
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ [3]. Êñòàòè, âåðíà ëè ãèïîòåçà Êàïëàíñêîãî
äëÿ âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ - íå ñîâñåì ïîíÿòíî. Èëüÿ Ðèïñ ñêàçàë,
÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êîíòðïðèìåðà íàäî äåðæàòüñÿ îò ãèïåðáîëè÷íîñòè ïîäàëüøå.

Ïî ãèïîòåçå Êàïëàíñêîãî íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ðàáîò íàïèñàëè Ëèõòìàí è Ïàñ-
ñìàí. Âîò îäèí èç ðåçóëüòàòîâ Ëèõòìàíà [7]. Ïóñòü G ãðóïïà, N åå öåíòðàëüíàÿ
ïîäãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, k - ïðîèçâîëüíîå ïîëå è àëãåáðà k[G/N ] íå èìååò äåëè-
òåëåé íóëÿ, òîãäà k[G] òàêæå íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Ïîìèìî ïðî÷åãî, Ëèõòìàí
ïðåäñòàâèë òåîðåòèêî-ãðóïïîâóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó ãèïîòåçû Êàïëàíñêîãî. Ïðèâå-
äåì åãî ðåçóëüòàò èç [8]. Ïóñòü G = F/N , ãäå F ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è N E F . Äëÿ
1 6= x ∈ N ñóùåñòâóåò íîìåð k: x ∈ γk(N) \ γk+1(N), ãäå γk(N) - k-é ÷ëåí íèæíåãî
öåíòðàëüíîãî ðÿäà N , ò.ê. ñâîáîäíûå ãðóïïû íèëüïîòåíòíî àïïðîêñèìèðóåìû. Ãðóï-
ïîâîå êîëüöî Z[G] íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ
x, f1, . . . , fn ∈ F ãäå x ∈ γk(N) \ γk+1(N), è x íå ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé ñòåïåíüþ â γk(N),
è ýëåìåíòû fi, i = 1, 2, . . . , n âûáðàíû èç ðàçíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/N , ïîäãðóïïà
N1, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè

xi = f−1
i xfi, i = 1, 2, . . . , n

1
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
N1 ∩ γn+1(N) = [N1, N1].

0.2. Èíòåðåñíîå ðàñêðûâàåòñÿ â ðàáîòàõ Ñåðãåÿ Èâàíîâà è ßíà Ëèðè [2], [6]. Àñôå-
ðè÷íîñòü ñâÿçûâàåòñÿ ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ. Âêðàòöå íàïîìíèì
îñíîâíóþ èäåþ èç ðàáîòû [6]. Ïóñòü Y - íåêîòîðûé àñôåðè÷íûé 2-ìåðíûé êîìïëåêñ,
íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûé 2-êîìïëåêñ, ïîñòðîåííûé ïî êîïðåäñòàâëåíèþ

〈X | R〉 (0.1)
íåêîòîðîé ãðóïïû H. Ðàññìîòðèì 2-êîìïëåêñ X, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê Y îäíîé
1-ìåðíîé êëåòêè è îäíîé 2-ìåðíîé, ê ïðèìåðó, ñòàíäàðòíûé 2-êîìïëåêñ äëÿ êîïðåä-
ñòàâëåíèÿ

〈X, x | R, r〉 (0.2)
ãðóïïû G òàêîé, ÷òî π2(X) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà H → G
àöèêëè÷íî, ò.å. âñå åãî öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè â ðàçìåðíîñòè > 0 òðèâèàëüíû.
Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ Ôîêñà

∂r

∂x
∈ Z[G]

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëèòåëü íóëÿ â Z[G]. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà H íå
èìåëà êðó÷åíèÿ. Òîãäà ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû Êëÿ÷êî è ãîìîìîðôèçì
H → G ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì è óñëîâèå àöèêëè÷íîñòè ÿäðà ìîæíî íå ïðîâåðÿòü.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àñôåðè÷íîñòü êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âëå÷åò ôàêò, ÷òî ó ãðóï-
ïû íåò êðó÷åíèÿ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Äëÿ ëþáîãî àñôåðè÷íîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ (0.1) è íåàñôåðè÷íîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ
(0.2) íåêîòîðîé ãðóïïû G, ýëåìåíò ãðóïïîâîãî êîëüöà ∂r

∂x
∈ Z[G] ÿâëÿåòñÿ äåëèòå-

ëåì íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê îáùåìó âîïðîñó: êàê èñïîðòèòü àñôåðè÷íîñòü, äî-
áàâëÿÿ îäèí ïîðîæäàþùèé è îäíî ñîîòíîøåíèå, íî íå äîáàâëÿÿ êðó÷åíèÿ. Òåïåðü
íåìíîãî î äîêàçàòåëüñòâå. Îíî ïðàêòè÷åñêè ýëåìåíòàðíî. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, Y
- ñòàíäàðòíûé 2-êîìïëåêñ êîïðåäñòàâëåíèÿ (0.1), à X - êîïðåäñòàâëåíèÿ (0.2). Ðàñ-
ñìîòðèì èõ óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå Ỹ , X̃ è îòíîñèòåëüíûé öåïíîé êîìïëåêñ

H2(X̃, Ỹ ) // // C2(X̃, Ỹ ) // C1(X̃, Ỹ )

π2(X) // // Z[G]
∂r
∂x // Z[G]

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò, ïðèõîäÿùèé â Z[G] èç âòîðîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû
X, àííóëèðóåò ∂r

∂x
. Òåïåðü ìû ìîæåì âçãëÿíóòü íà î÷åâèäíûå äåëèòåëè íóëÿ ïî-

íîâîìó. Ïóñòü r = sn, ò.å. ìû äîáàâëÿåì èñòèííóþ ñòåïåíü. Òîãäà èìååì
∂r

∂x
= (1 + s + s2 + · · ·+ sn−1)

∂s

∂x

è ýòîò ýëåìåíò ïðîñòî îáíóëÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà ýëåìåíò (1 − s), êîòîðûé ïðè-
õîäèò èç π2(X).
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Âîçìîæíî, â ðÿäå ñëó÷àåâ, êîìïüþòåð ìîæåò ïîìî÷ü óñòàíîâèòü íåàñôåðè÷íîñòü
êîïðåäñòàâëåíèÿ, ñêàæåì, âûÿâèâ íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñîîòíîøåíèÿ-
ìè èëè ýëåìåíò òðåòüèõ êîãîìîëîãèé. Åñòü ïàêåò HAP (homological algebra package),
êîòîðûé íàïèñàí Ãðàõàìîì Ýëëèñîì. Ìîæåò áûòü, íàäî ïîïðîáîâàòü óæå ýòîò ìåòîä
ðåàëèçîâàòü íà êîìïüþòåðå è äàòü åìó ïåðåáèðàòü ðàçëè÷íûå ñëîâà r äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ âûøå êîïðåäñòàâëåíèé.

0.3. Ìîæíî âûïèñàòü åùå íåñêîëüêî "âíåøíèõ"óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèñóò-
ñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ. Ê ïðèìåðó, ñëåäóþùåå. Ïóñòü

〈X | R,S〉 (0.3)
íåêîòîðîå íåàñôåðè÷íîå êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû F/RS, ãäå F = F (X), R = 〈R〉F , S =
〈S〉F . Òî åñòü, ìû äåëèì ìíîæåñòâî âñåõ ñîîòíîøåíèé íà äâå ÷àñòè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï F/R è F/S

〈X | R〉, 〈X | S〉
àñôåðè÷íû. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîãî 2-êîìïëåêñà êîïðåäñòàâëåíèÿ
(0.3), èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì F/RS-ìîäóëåé π2 ' R∩S

[R,S]
. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷à-

åì ñëåäóþùåå: åñëè ãðóïïà F/[R,S] íèëüïîòåíòíî àïïðîêñèìèðóåìà, à ïåðåñå÷åíèå
ñòåïåíåé àóãìåíòàöèîííîãî èäåàëà â Z[F/RS] íåòðèâèàëüíî, òî Z[F/RS] ñîäåðæèò
íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü íóëÿ. Ïîäîáíûõ ñïåêóëÿòèâíûõ ñâÿçåé ìîæíî ïîíàïèñàòü
ìíîãî, êîíå÷íî, íî âðÿä ëè îíè ïîìîãóò ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Êàïëàí-
ñêîãî.

0.4. Èòàê, ìû õîòèì ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Êàïëàíñêîãî. Âîçìîæíî,
ïðèìåð, êîãäà îí ïîñòðîèòñÿ, áóäåò èìåòü ïðèðîäó ãðóïï Ñòåéíáåðãà, ãðóïï Àðòèíà
èëè åùå ÷åãî-íèáóäü àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîãî. Ïîêà ÷òî íàì íè÷åãî íå îñòàåòñÿ,
êàê ñòðîèòü ïðèìåð ñèëîé. Åñòü äâà ïóòè: ïåðâûé - íà÷èíàòü ñ ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è
èñêàòü äåëèòåëè íóëÿ â åå ãðóïïîâîì êîëüöå, âòîðîé - íà÷èíàòü ñ ãðóïïû, ó êîòîðîé
åñòü äåëèòåëè íóëÿ â ãðóïïîâîì êîëüöå è ïûòàòüñÿ äîêàçûâàòü, ÷òî îíà íå èìååò
êðó÷åíèÿ. Ïåðâûé ïóòü - ïóòü â áåçäíó, î íåì ëó÷øå çàáûòü.

Íà÷íåì ñ îáùåãî ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G ïîðîæäåííóþ 4n ýëåìåíòàìè
a1, . . . , an, b1, . . . , bn, c1, . . . , cn, d1, . . . , dn, (n ≥ 2) (0.4)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
aicj = bσ(i,j)dτ(i,j), (0.5)
aidj = bλ(i,j)cµ(i,j) (0.6)

äëÿ âñåõ i, j, è íåêîòîðûõ ôóíêöèé
σ, τ, λ, µ : {1, . . . , n}2 → {1, . . . , n},

òàêèõ ÷òî èõ ïàðû
(σ, τ), (λ, µ) : {1, . . . , n}2 → {1, . . . , n}2

çàäàþò áèåêöèè ìíîæåñòâà {1, . . . , n}2. Òî åñòü, äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ (i′, j′),
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà èíäåêñîâ i, j, òàêèõ ÷òî i′ = σ(i, j), j = τ(i, j), àíàëî-
ãè÷íî ñ ôóíêöèÿìè λ, µ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì äåëèòåëè íóëÿ:

(a1 + · · ·+ an + b1 + · · ·+ bn)(c1 + · · ·+ cn − d1 − · · · − dn) = 0 (0.7)



ÔÀÍÒÀÇÈÈ ÍÀ ÒÅÌÓ ÄÅËÈÒÅËÅÉ ÍÓËß 4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(σ, τ, λ, µ) ãðóïïó, çàäàííóþ ïîðîæäàþùèìè (0.4) è ñîîòíîøåíèÿ-
ìè (0.5), (0.6). Ýòè äåëèòåëè íóëÿ íåòðèâèàëüíû â ñëó÷àå, åñëè ïðàâàÿ ñêîáêà â (0.7)
íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî (à ýòî óæå ïî÷òè âñåãäà òàê áóäåò). Òàêèì îáðàçîì ìû
ïîëó÷àåì îãðîìíûé êëàññ ãðóïï ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ â ãðóïïîâûõ êîëüöàõ. Íàì íàäî
âûëîâèòü õîòÿ áû îäíó ãðóïïó èç ýòîãî êëàññà, íå èìåþùóþ êðó÷åíèÿ. Åñòåñòâåííî,
äàííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî âàðüèðîâàòü: ðàññòàâëÿòü ìèíóñû íå òîëüêî â ïðàâîé
ñêîáêå, íî è â ëåâîé, ðàññìàòðèâàòü ðàçíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ëåâîé è ïðàâîé
ñêîáêå è ò ä.

Òóò èìååòñÿ èíòåðåñíûé òèï èäåé:

Êîíòðïðèìåð ê ñëó÷àéíîé ãèïîòåçå äîëæåí ñòðîèòüñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ïóñòü
õàîñ çà íàñ ñòðîèò ýòîò êîíòðïðèìåð, ìû ëèøü äîêàæåì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü õàîñ çàäàñò ñëîæíûå ïåðåìåøèâàíèÿ σ, τ, λ, µ. Êðó÷åíèþ òàì íåîòêóäà áó-
äåò âçÿòüñÿ.

Ìèõàèë Ãðîìîâ ñðàçó æå ñïðàøèâàåò: à ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ñëó÷àéíóþ ãðóïïó
G(σ, τ, λ, µ)? Áóäåò ëè îíà ãèïåðáîëè÷åñêîé? Áóäåò ëè â íåé êðó÷åíèå? "Ñëó÷àé-
íîñòü"çäåñü õîðîøî ôîðìàëèçóåòñÿ - ýòî "ñëó÷àéíîñòü"âûáîðà áèåêöèé (σ, τ), (λ, µ).
Åñòü æå ðàçâèòàÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ. Áåðåì è ñ÷èòàåì!

Åñëè æå ìû õîòèì ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ðóêàìè, è íå äîâåðÿåì õàîñó, òî íàì
ïðèäåòñÿ ïðîáèâàòüñÿ ÷åðåç ñëîæíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî
äàæå ïîòåíöèàëüíûõ êîíòðïðèìåðîâ, ò.å. ãðóïï, ïîõîæèõ íà êîíòðïðèìåðû ê ãèïî-
òåçå Êàïëàíñêîãî. Äàâàéòå òàêèå íàéäåì. Äàâàéòå íàéäåì ãðóïïû òèïà G(σ, τ, λ, µ),
ó êîòîðûõ íåò î÷åâèäíîãî êðó÷åíèÿ. Ó íèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñïðÿòàííîå êðó÷åíèå,
ãäå-òî òàì... â ãëóáèíå. Èòàê, ïåðâàÿ çàäà÷à:

Ïðîñèì êîìïüþòåð ïåðåáèðàòü ãðóïïû G(σ, τ, λ, µ). Äëÿ êàæäîãî âûáîðà ôóíêöèé
σ, τ, λ, µ, óìåíüøàåì äî ïðåäåëà êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ. Äëèíû ñîîòíîøåíèé ïðè
ýòîì ðàñòóò, åñòåñòâåííî. Êîãäà ëèøíèõ ïîðîæäàþùèé óæå íå îñòàëîñü - ñìîò-
ðèì, íå ÿâëÿåòñÿ ëè êàêîå-íèáóäü èç ñîîòíîøåíèé èñòèííîé ñòåïåíüþ. Åñëè ÿâ-
ëÿåòñÿ - îòáðàñûâàåì ýòîò ñëó÷àé, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó, áëàãî, òóò ñâîáîäû
ìíîãî. Åñëè æå íåò èñòèííîé ñòåïåíè ñðåäè ñîîòíîøåíèé - ïðîñèì êîìïüþòåð
ïîèñêàòü êðó÷åíèå íà ïîâåðõíîñòè, ýòî îíè ìîãóò ñäåëàòü. Òàêèì îáðàçîì íàé-
äóòñÿ ãðóïïû, ïîõîæèå íà êîíòðïðèìåðû.

Èñêàòü íàäî íà÷èíàòü, âèäèìî, ñ n = 3. Ïðè n = 2 ñëèøêîì ìàëî ñâîáîäû, ãðóï-
ïû ñëèøêîì ïðîñòûå îêàçûâàþòñÿ. Ñëåäóþùàÿ èäåÿ. Êîìïüþòåð, åñòåñòâåííî, íå
ìîæåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, åñòü ëè êðó÷åíèå â íàøåé ãðóïïå èëè íåò. Íî ìû ìî-
æåì ïîëîâèòü êðó÷åíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû íà÷íåì ñ âåðû â ñëåäóþùåå: ñðåäè
ãðóïï G(σ, τ, λ, µ) ìîæåò îêàçàòüñÿ êó÷à íèëüïîòåíòíî àïïðîêñèìèðóåìûõ ãðóïï.
Íèëüïîòåíòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå íå îñî-
áî çàâèñèò îò òîãî, ÷òî çäåñü ïðîèñõîäèò. Åñòåñòâåííî, ýòî íå àïïðîêñèìèðóåìîñòü
íèëüïîòåíòíûìè ãðóïïàìè áåç êðó÷åíèÿ, ò.ê. äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ãèïîòåçà Êà-
ïëàíñêîãî âåðíà, ýòî ïðîñòî òðèâèàëüíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà.
Åñëè ó íàñ åñòü êðó÷åíèå â ãðóïïå G(σ, τ, λ, µ), òî îíî ñêîðåå âñåãî ñèäèò â ïåðâûõ
÷ëåíàõ íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà, òàê êàê ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû, êîòîðûå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì, âåñüìà äàëåêè îò êîììóòàòîðíûõ. Áåðåì ôàêòîð-ãðóïïó íàøåé ãðóïïû
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ïî êîììóòàíòó. Êîìïüþòåð îïèñûâàåò âñå êðó÷åíèå. Ôèêñèðóåì ýòî êðó÷åíèå. Òå-
ïåðü áåðåì ôàêòîð-ãðóïïó ïî γ3, γ4, γ5 íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àåì êðó÷åíèå, è ïðè
ýòîì ñìîòðèì, êàê îíî ìåíÿåòñÿ. Åñëè ó íàñ ýêñïîíåíòà ôèêñèðîâàíà - ýòî, âîçìîæ-
íî, ÷èñòîå êðó÷åíèå. Åñëè æå, ó íàñ, ñêàæåì p-êðó÷åíèå ïî ìîäóëþ γ2, p2-êðó÷åíèå
ïî ìîäóëþ γ3, p3-êðó÷åíèå ïî ìîäóëþ γ4, òî ýòî ïîõîæå íà îáîáùåííîå êðó÷åíèå è
òàêèå ïðèìåðû ìû ó÷èòûâàåì, êàê ïîòåíöèàëüíûå êîíòðïðèìåðû. Çäåñü äîñòàòî÷íî
ïîñìîòðåòü äî γ5, ò.ê. ýòî óæå äîñòàòî÷íî ãëóáîêî. Åñëè íè îäíî ÷èñòîå êðó÷åíèå
íå çàôèêñèðîâàëîñü - õîðîøèé ïðèìåð, íàäî åãî êîïàòü ãëóáæå. Êîìïüþòåð ìîæåò
ïîëíîñòüþ îïèñûâàòü êðó÷åíèÿ â íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ ìàëûõ ñòóïåíåé íèëüïî-
òåíòíîñòè. Åñòü ñïåöèàëüíûå ïàêåòû äëÿ ðàáîòû ñ íèëüïîòåíòíûìè ãðóïïàìè â GAP.
Çàäà÷à, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü çäåñü ñëåäóþùàÿ:

Íàéòè ïðîñòåéøóþ ãðóïïó òèïà G(σ, τ, λ, µ), íå ñîäåðæàùóþ î÷åâèäíîãî êðó÷åíèÿ.

Èòàê, ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ãðóïïà G(σ, τ, λ, µ), â êîòîðîé ìû íå âèäèì êðó÷åíèÿ.
Åñòåñòâåííî, ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïîñòðîèòü àñôåðè÷íîå êîïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóï-
ïû, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî â íåé äåéñòâèòåëüíî íåò êðó÷åíèÿ. Íî äëÿ ãðóïï ñ àñôåðè÷-
íûì êîïðåäñòàâëåíèåì ãèïîòåçà Êàïëàíñêîãî âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ âåðíà, õîòÿ
è íå ïîíÿòíî, ïî÷åìó. Ñêàæåì, äëÿ ãðóïï óçëîâ êàê åå äîêàçàòü? Ïóñòü ó íàñ åñòü
íåàñôåðè÷íîå êîïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû. Ìû ïðîáóåì îïèñàòü âñå π2 ýòîãî êî-
ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å. íàéòè âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè, äàëåå - âûÿâèòü
âûñøèå ñèçèãèè è òåì ñàìûì ïîñòðîèòü ðåçîëüâåíòó. Ðåçîëüâåíòà îáîðâåòñÿ íà êî-
íå÷íîì øàãå - âñå ñäåëàíî. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò îáùèé âîïðîñ:

Ìîãóò ëè ñðåäè ãðóïï G(σ, τ, λ, µ) âñòðåòèòüñÿ ãðóïïû êîíå÷íîé êîãîìîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè?

Ñîîòíîøåíèÿ (0.5) è (0.6) íàäî âèçóàëèçèðîâàòü. Òî÷êàìè èçîáðàçèòü ïîðîæäàþ-
ùèå ai, bj, à ñòðåëêàìè ñîåäèíÿòü ai ñ bj, åñëè ó íàñ åñòü ñîîòíîøåíèå aick = bjdl, ïðè
ýòîì íà ñòðåëêå ðèñóÿ ìåòêó (k, l), èëè (ìîæíî ýòî ðèñîâàòü äðóãèì öâåòîì) ñòðåëêó
ñ ìåòêîé (k, l), åñëè åñòü ñîîòíîøåíèå aidk = bjcl. Êîãäà ìû âñå ñîåäèíèì, òî ïîëó-
÷èì íåêîòîðûé ãðàô. Êàê óâèäåòü êðó÷åíèå â ãðóïïå èç ñòðóêòóðû ýòîãî ãðàôà? Ó
Èëüè Ðèïñà áûëè äàëüíåéøèå èäåè î ïîñòðîåíèè êîíå÷íîìåðíîãî êëàññèôèöèðóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïû G(σ, τ, λ, µ) èñõîäÿ èç ïîäîáíûõ ãðàôîâ. Èíòåðåñíî, ÷òî
ýòî íàïîìèíàåò òåõíèêó èåðîãëèôîâ Êàïðàíîâà-Ñàèòî, è âîîáùå òå ãðóïïû è ñîîò-
íîøåíèÿ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàë Ëîäýé â ðàìêàõ ñâîåé ðàáîòû ïî ãîìîòîïè÷åñêèì
ñèçèãèÿì. Â ãðóïïàõ Ñòåéíáåðãà áû èìååì ñõîæóþ êàðòèíêó - êó÷ó ñîîòíîøåíèé
äëèíû 3,4,5, èç êîòîðûõ ñêëåèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñèçèãèè, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â
àëãåáðàè÷åñêîé Ê-òåîðèè. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî Ê-òåîðèÿ ñûãðàåò ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè
êîíòðïðèìåðà ê ãèïîòåçå Êàëàíñêîãî, íî íà äàííûé ìîìåíò ýòî êàæåòñÿ äîñòàòî÷-
íî äàëåêèì. Ñì. ðàáîòû Êàïðàíîâà-Ñàèòî ïðî èåðîãëèôû [5] è Ëîäýÿ ïðî ñèçèãèè
[9]. Íî ðàçâèâàòü òåîðèþ àáñòðàêòíûõ ãðóïï G(σ, τ, λ, µ) êàæåòñÿ ñëèøêîì ñóåòíûì.
Ïðîãðàììà ïðîñòà:

Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà íàõîäèì ãðóïïó G(σ, τ, λ, µ) áåç âèäèìîãî êðó÷å-
íèÿ, à äàëüøå äëÿ ýòîé êîíêðåòíîé ãðóïïû âûñòðàèâàåì ãåîìåòðèþ ñèçèãèé è ïû-
òàåìñÿ ïîñòðîèòü êîíå÷íîìåðíîå êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî, òåì ñàìûì
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äîêàçàâ, ÷òî â íåé íåò êðó÷åíèÿ.

Ñîáñòâåííî, âîïðîñ î ïîòåíöèàëüíîì êîíòðïðèìåðå - ýòî âîïðîñ ïðèìèòèâíîé ëèíã-
âèñòèêè, âîïðîñ îá èãðå ñ áóêâàìè, êîòîðûé ìîæåò ðåøèòü ìàøèíà. Ìàòåìàòèêà
íà÷íåòñÿ óæå ïîòîì - êîãäà áóäåì ñòðîèòü êîíå÷íîìåðíîå êëàññèôèöèðóþùåå ïðî-
ñòðàíñòâî.

0.5. Â çàâåðøåíèè íåñêîëüêî ñïåêóëÿöèé íà òåìó "êàê ðèñîâàòü äåëèòåëè íóëÿ".
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ íàä k-àëãåáðîé [1]: ýòî òðîéêà (V, A, ∂)
ãäå A íåêîòîðàÿ k-àëãåáðà, V ãðàäóèðîâàííûé A-áèìîäóëü è ∂ : V → A ìîðôèçì A-
áèìîäóëåé, òàêîé ÷òî (∂v)w = v(∂w) äëÿ v, w ∈ V . Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñêðåùåí-
íûå ìîäóëè êëàññèôèöèðóþòñÿ òðåòüèìè êîãîìîëîãèÿìè Õîõøèëüäà HH3(B,M),
ãäå B = coker(∂), M = ker(∂). Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî îáû÷íûå ñêðåùåííûå ìîäóëè
(ãðóïï) ∂ : H → G êëàññèôèöèðóþòñÿ òðåòüèìè êîãîìîëîãèÿìè H3(coker(∂), ker(∂)).
Òåïåðü, äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è Z[G]-ìîäóëÿ M , ìû ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

H3(G,M) → HH3(Z[G],M)

êîòîðûé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæåíèå ìåæäó ñêðåùåííûìè ìîäóëÿìè
ãðóïï è ñêðåùåííûìè ìîäóëÿìè àëãåáð.

(Ñì. îïðåäåëåíèå è çàìå÷àíèå 3.7 â [1]) Äëÿ äàííîãî ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ
∂ : V → A

íàä V è a, b, c ∈ coker(∂), òàêèõ ÷òî
ab = 0, bc = 0, (0.8)

ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé êëàññ
〈a, b, c〉 ∈ M/(aM + Mc),

íàçûâàåìûé òðîéíûì ïðîèçâåäåíèåì Ìàññè ýëåìåíòîâ a, b, c. Âåäü ýòî èíòåðåñíî
ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ äåëèòåëåé íóëÿ. Òðîéêà äåëèòåëåé íóëÿ (0.8) è ýëåìåíò
èç òðåòüèõ êîãîìîëîãèé HH3(Z[G],M), çàäàþò ýëåìåíò 〈a, b, c〉 ñ êó÷åé ïîëåçíûõ
ñâîéñòâ. Òðîéíûå ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè äîñòàòî÷íî ïðîñòî çàäàþòñÿ êîìáèíàòîðíî,
òàê ÷òî, ýòî îñÿçàåìàÿ òåîðèÿ.

Òåïåðü ñìîòðèì íà íåêîòîðîå êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G:
KG = 〈X | R〉,

è ñòðîèì ñêðåùåííûé ìîäóëü äëÿ äàííîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâà-
åì ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â HH3(Z[G], π2(KG)) è ñìîòðèì íà ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè
äåëèòåëåé íóëÿ â Z[G]. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

äëÿ ëþáîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ KG è äåëèòåëåé íóëÿ ab = 0, bc = 0, a, b, c ∈ Z[G],
ïîëó÷àåì èõ ïðîèçâåäåíèå Ìàññè

〈a, b, c〉 ∈ π2(KG)/(aπ2(KG) + π2(KG)c)

Ó íàñ åñòü êó÷à ÿçûêîâ, ïîçâîëÿþùèõ îïèñûâàòü ýëåìåíòû èç π2. Ìû ìîæåì èõ
ðèñîâàòü ñ ïîìîùüþ êàðòèíîê Èãóñû. Ýòî äàåò íåêîòîðóþ âèçóàëèçàöèþ ïðîèçâå-
äåíèé Ìàññè äåëèòåëåé íóëÿ â ãðóïïîâûõ êîëüöàõ. Âîçìîæíî, ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ
äîðîãîé äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî â íåêîòîðûõ ãðóïïîâûõ êîëüöàõ íåò äåëèòåëåé íóëÿ.
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